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Shakura と Sunyaev が提唱した現象的な粘性モデルが用いられてきた [5]。このモデル
は、降着円盤内部で激しい乱流運動に伴う粘性や磁場の存在による異常粘性をパラメータ
を用いて表したため、粘性モデルと呼ばれている。1990年代になると磁気回転不安
定性 (Magneto-Rotational Instability, 以下MRI) によって生じる磁気乱流のマクスウェル
応力によって角運動量輸送が起きることが Balbus と Hawley によって再発見された [2]。
再発見というのも磁気回転不安定性そのものは Velikhov によって 1959年に発見されてお
り、Chandrasekhar によっても取り上げられていたが、降着円盤におけるこの不安定性の
重要性は Balbus と Hawley に指摘されるまで見落とされていたからだ。
MRIのシミュレーションでは、図 1のように中心天体の周りを差動回転している降着
円盤の一部を切り取り Shearing Box境界条件を課してシミュレーションを行うことが多

























動方程式を考察する。6章では Shakura と Sunyaev によって提唱された降着円盤のモデ































(ct; x; y; z)をまとめて、4次元空間上の 4次元のベクトル (4元ベクトル)としてみること
ができる。その成分は時間に対応する物理量 (時間成分)と空間に対応する 3次元ベクト
ル (空間成分)をまとめて xiと表している。また、空間成分だけを表す場合は (x; y; z) = x
のように太字で表すこととする。ここで i は 0; 1; 2; 3という値を取る。4元ベクトルの長
さの 2乗は





0; A1 =  A1; A2 =  A2; A3 =  A3 (2.2)
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たがいに一定の速さ V で相対運動している 2つの慣性系KとK'を考える。それらの系
における空間座標と時間座標を、それぞれ (x; y; z; t); (x0; y0; z0; t0)とする。慣性系KとK'
の空間座標の原点が一致したその瞬間を、それぞれの系の時間座標の原点とする。つまり




c2t2   x2   y2   z2 = 0 (2.6)
となる。一方、K'系の原点にいる観測者Bも相対性原理より光が自分を中心に同心円状
に広がるように見える。これより同様に
c2t02   x02   y02   z02 = 0 (2.7)
と書ける。K'系がK系の x軸の正の方向に速さ V で運動しているとすると、ガリレイ変
換の場合ではそれらの座標の間には
x0 = x  V t; y0 = y; z0 = z (2.8)
という関係があった。しかし (2.8)式を (2.7)式に代入したのでは明らかにK系の式 (2.6)
と矛盾する。そこでいま
x0 = A(x  V t); y0 = y; z0 = z; t0 = Bx+Dt (2.9)
とおいて、これを (2.7)式に代入したとき、(2.6)が成立するように未定係数A;B;Dを決
めることにする。実際に (2.9)式を (2.7)式に代入すると
c2(Bx+Dt)2   A2(x  V t)2   y2   z2 = 0 (2.10)
となり、展開して整理すると
(c2D2   V 2A2)t2 + (2V A2 + 2c2BD)xt  (A2   c2B2)x2   y2   z2 = 0 (2.11)
7
となる。これが (2.6)式と同じになるので、係数を比較すると8>><>>:
A2   c2B2 = 1
c2D2   V 2A2 = c2


























x0 + V tq
1  V 2
c2
; y = y0; z = z0; t =




これは (2.14)の速さ V の符号を変えただけで (2.14)と全く同じ形である。
2.1.2 4元速度
通常の 3次元の速度から 4元ベクトルを作ることができる [12{14]。粒子の 4次元的な























































を用いた。また、4元速度の性質として uiui = c2がある。









uiai = 0 (2.22)
が得られる。
2.1.3 運動方程式





































































となる。相対論での運動量は pi = mui = (mc; mv)であるので一致する。また粒子の








K = mc2  mc2 = (   1)mc2 (2.31)












































この 4元ベクトルの成分は、普通の 3次元的な力 f = dp=dtと
f i =







1A = (f  v; f) (2.36)
という関係によって結ばれている。時間成分については、dp0=d であり力のする仕事に
比例している。
ポテンシャル V (r)での運動方程式 ポテンシャル力について考え、ポテンシャル V (r)を
用いるとラグランジアン L1は










































1A =  dV (r)
dx


























  mc2d + eA  dx  edt (2.43)





  mc2 1 + eA  v   e dt (2.44)
となる。この被積分関数は電磁場中の電荷のラグランジアン














= er(A  v)  er (2.47)
ベクトル解析の公式より









































1  2   V (r) =  mc2 1   V (r) (2.56)
である。ここで  = v=cである。また、極座標での速度は







































(mr2 _) = 0 (2.62)
となり、mr2 _が保存量であることが確認できる。
電磁場中での角運動量保存 電磁場中でのラグランジアンは (2.45)である。今回、背景磁




































がある。これを利用して、一般化角運動量を計算していく。A  vを (2.65)を利用し展開
すると









B0(yvx   xvy) (2.66)
次に、yvx   xvyを極座標表示に変換すると
yvx   xvy = r sin ( _r cos    r sin  _)  r cos ( _r sin  + r cos  _)
=  r2 sin2  _   r2 cos2  _




































2 = const (2.72)
と表わされ、保存することが確認できた。また、r2 _は
r  r _ = rv = r( vx sin  + vy cos )
=  vxr sin  + vyr cos 
=  vxy + vyx (2.73)
と書き換えられるので、デカルト座標での一般化角運動量は
` = m( vxy + vyx) + 1
2
eB0(x








(mu) =   @
@x
V (r) (2.75)
である。また、ここで uii=1;2;3 = uとした。両辺にuをかけると左辺は







(u  u) (2.76)















































mcu0 =   d
dt
V (r) (2.80)


























+ ev B (2.84)
となる [(2.55)を参照]。ポテンシャル V (r)でのエネルギー保存と同様に両辺に uをかけ

























































  V (r) =  mc2 1   V (r) (3.1)
である。極座標での速度は
vr = _r; v = r _ (3.2)
と書ける。(2.62)よりmr2 _は保存量であることがわかる。ここで





mc2 + V (r)

= 0 (3.4)
であるのでここから (3.3)を利用して rと _rの関数にする。まず (3.3)を _について解く。
両辺を二乗し整理すると















































c2   _r2 + V (r)










+ V = const (3.11)





であり、原点からの距離 rの関数で表わされる。古典論の場合は V (r) =  k=rとすると、
実効ポテンシャル V 0c (r)は









V 0c (r) = 0 (3.14)
















c2   _r2 + V = const (3.16)
とおく。ここから先ほどと同じような不等式を作り、実効ポテンシャル V 0r を rの関数で
表したい。ここで
c2   _r2  c2 (3.17)
であるので
1































+ V 　 (3.20)
とおくと rのみの関数になり、V (r) =  k=rのとき V 0r (r)の極限は
lim
r!1
V 0r (r) = mc
2 (3.21)















テンシャル V (r)の場合、全エネルギーをErとすると (2.82)より
mc2p
1  2 + V (r) = Er　 (3.23)
が成り立っている。また、(2.62)より角運動量 `は


















































































































































































































2Rw +Q+ 2pR(Rw2 +Qx+ P )
p
R( + C) = log




























ここで、古典論でのポテンシャル V 0c (r)と相対論での実効ポテンシャル V 0r (r)の違いに
ついて、ポテンシャル V (r) =  k=rとして軌道の方程式から得られた粒子が中心に捉え
られる条件R > 0すなわち ` < k=cとともに考察していく。
始めに、相対論での実効ポテンシャル (3.22)は ` mcrのとき


















となる。いま、` mcrとしており、` = mrvを代入すると v  cとなる。(3.13)と
比較をすれば、非相対論極限で相対論での実効ポテンシャルが古典論に漸近していること
を意味している。















である。原点付近の V 0c と V 0r のそれぞれの実効ポテンシャルの振る舞いを考えていく。古












V 0c = 1となり、角運動量の障壁が作られることがわかる。












+ V = const (3.47)





















































となる。また、非相対論極限では v  cを考えており、はローレンツ因子である ( 1)















であった。古典論極限で ` ! lを考えると (3.55)を満たす粒子は (3.54)より近日点付近
で粒子の速度は光速に近くなり古典近似を破ることがわかる。相対論での実効ポテンシャ
ルは









であった。ここで粒子が落ちる臨界を考えると ` = k=cであり、これを相対論での実効ポ
テンシャルに代入すると
























































































































































































































(c2   v2y)(c2   v2x)  v2xv2y
	 dvx
dt





(c2   v2y)(c2   v2x)  v2xv2y
	 dvy
dt












c4   c2(v2x + v2y) + v2xv2y   v2xv2y
	
= 3(c2   v2) = c2 (4.9)





























































































































1  (v^2x + v^2y) < jv^yx^  v^xy^j (4.18)
という条件が求まる。また、初期条件を




































認するために初期条件である r^ = 1:0では無い方の近日点もしくは遠日点を図 9にプロッ




確認できる。図 9(b),(c)では粒子運動の上限である遠日点を半径として、r^  1:4; 8:3の円
を赤色で書いてある。どちらの場合でも粒子運動は遠日点を半径とした円を超えることは
無く運動していることがわかる。




と実効ポテンシャルを図示する。図 10は v^y;init = 0:7での軌道とそれに対応する実効ポテ





























































































図 5: v^y;init=0.75での実効ポテンシャル (青)とエネルギー (赤)。この場合は近日点として r  0:38、




































図 6: v^y;init=0.80での実効ポテンシャル (青)とエネルギー (赤)。この場合は近日点はシミュレー






































図 7: v^y;init=0.85での実効ポテンシャル (青)とエネルギー (赤)。近日点はシミュレーションの初




































図 8: v^y;init=0.90での実効ポテンシャル (青)とエネルギー (赤)。近日点はシミュレーションの初


















1A = eE + ev B (4.21)





である。また、x成分 y成分の電場をそれぞれEx; Eyと書くこととすると、Fx; Fyは(
Fx = e (Ex + vxBz)










































= (1  v^2y)F^y   v^xv^yF^x
(4.25)
となる。また、Fx; Fyはそれぞれ (
F^x = E^x + v^xB^z
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(c) v^y;init = 0:85
図 9: シミュレーションによる粒子軌道と実効ポテンシャルによる粒子の運動できる範囲。青線
がそれぞれの v^y;initでの、粒子軌道であり、赤線が原点から近日点もしくは遠日点までの距
離を半径とする円である。(a)では近日点が r^  0:38となっており、粒子運動範囲の下限と
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図 10: v^y;init = 0:70での粒子軌道 (a)と実効ポテンシャル (b)。v^y;init = 0:70では粒子は中心に落
下する軌道になっている。実効ポテンシャル (b)より、初期条件の r^ = 1でエネルギーと
の交点を持ち、r^ < 1の範囲で粒子の運動が起きる。
である。
今回は背景に磁場を B^z = 0:01,電場は E^x = x^=r^3; E^y = y^=r^3 とした。初期位置は
(x^; y^) = (30; 0)とし、速度の初期条件は (v^x; v^y) = (0; v^y;init)として v^y;initを 0.2と 0.5とし
てシミュレーションを行った。v^y;init = 0:2の場合は図 11であり、原点を中心にサイクロ
トロン運動を行いながら周期的に回転していることがわかる。v^y;init = 0:5の場合は図 12
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rE(x; t) + @B(x; t)
@t
= 0 (5.1)





= 0ie(x; t) (5.3)
r E(x; t) = 1
0
e(x; t) (5.4)
で与えられる。ここで、e(x; t); ie(x; t)は電荷分布と電流分布であり、これらはあらか
じめ与えられたものである。
5.1.2 電磁ポテンシャルと電磁場
電磁ポテンシャルA(x; t)と (x; t)を用いると電磁場は
E(x; t) =  @A(x; t)
@t
 r(x; t) (5.5)
B(x; t) = rA(x; t) (5.6)
と書ける。このときベクトル解析の公式より
rB = r (rA) = r(r A) r2A (5.7)











































r2A^(x; !) + !
2
c2
A^(x; !) =  0ie(x; !) (5.14)
r2^(x; !) + !
2
c2





















A^(x; !) = 0
Z
V
























である [13]。添字の ret は遅延ポテンシャル、adv は先進ポテンシャルを表している。こ
れらを (5.19)と (5.17)を (5.12)に代入し、ie(x0; !)に (5.13)を用いると



































点電荷があらかじめ与えられた軌道 r = r(t)をえがいて運動しているとする。このと
き、点電荷の電荷量を eとすると、電荷密度と電流密度はそれぞれ
e(x; t) = e
3(x  r(t))













































































jx  r(t0)j ; R(t
0) = x  r(t0); R(t0) = jR(t0)j (5.27)
とおく。r(t0)は任意の時刻 t0における点電荷の位置を示し、n(t0)はその場所から観測点
xへ向く単位ベクトルである。電場E(x; t)は




































































































































E(x; t) fn(t00)E(x; t)g
c0
=










= (S(x; t)  n(t00))
dt
dt00
























[n(t) f(n(t)  (t)) _(t)g]2
(1  n(t)  (t))5 　 (5.39)
がえられる。














































v(t1) = v(t2) = 0 (5.42)
40



























































































v0 +    (5.49)
となる [13]。ここでW は電子の自己エネルギーである。右辺の第 2項を左辺に移すと
(m+me) _v0(t) = F1 +
e2
60c3














ることはできない。そこで a0 ! 0とすると、電子の構造に関係した項は無くなり、点電
荷の運動方程式は





























0  Ex=c  Ey=c  Ez=c
Ex=c 0  Bz By
Ey=c Bz 0  Bx
Ez=c  By Bx 0
1CCCA

































































































































































































































































wrdz =  u0v2s (6.7)
となる。降着円盤の断面の面積は 2R 2z0で、断面積の単位面積あたりに落下するガス








































































ある。荷電粒子の速度ベクトルの成分を vx; vy; vz とすると、次の式にしたがって分布す
る [38]。






















































子が (px; py; pz)と (px + dpx; py + dpy; pz + dpz)の間にある確率G(p)は
























































e z cosh  cosh  sinh2 d = 1 (6.19)
と書き換えられる。また、
cosh  sinh2  =











































p = mv =
mvp




































り、青線が非相対論的マクスウェル分布である。また、T= 5:01010; 5:01011; 5:01012K
のマクスウェル分布をプロットしている。T= 5:0 1010Kではあまり相対論効果は無く、
どちらもほぼ同じような形をしている。T= 5:0  1011Kになると相対論効果が現れ、光








ポテンシャル V (r) =  k=rのみの場合 ポテンシャル k=rを万有引力ポテンシャルだ
と仮定したので





































となる。今回対象とする降着円盤のモデルははくちょう座 X-1(以下, Cyg X-1)とする。
Cyg X-1 は連星系を形成しており、恒星の一方の質量が巨大なためもう一方の恒星のガス
成分を吸い込み、自身の周りを高速で回転し降着円盤となっており、コンパクト星の質量
は 14  16Mである [35,36]。ここでMは太陽質量である。Cyg X-1 の降着円盤はプラ
ズマを形成する高温内側領域とシュバルツシルト半径の約 500倍に及ぶ低温のイオン化さ



























求める。ポテンシャル V (r) =  k=rの場合は落ちる粒子の速度は解析的に求められたが、
制動放射を含む運動を解析的に解くのは難しいため、シミュレーションにて計算を行う。
条件はポテンシャルのみの場合と同様に

















と求まる。また、初期速度 v^y;init = 0:2としてシミュレーションを行うと、図 16のよう

















である。今回対象としているはくちょう座X-1 の質量は太陽質量の約 15倍程度で、M =
15 1:99 1030kg である。これを (6.37)に代入すると、
t =
6:67 10 11  15 1:99 1030
(2:99 108)3 t^
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図 16: 初期速度 v^x = 0:0; v^y = 0:2としたときの軌道。これは降着円盤の半径 r^ = 1000を超える
ような軌道になっており、これらの軌道は降着しないと考える。
となる。これより、実時間で t = 1秒進めるためにはシミュレーションで t^ = 1:35103 進
めなくてはならない。また、はくちょう座X-1 の年齢は 100万年とされているため [43]、
実時間で 100万年進めるためには t^ = 4:25  1016 計算する必要がある。しかし、シミュ
レーションで t^ = 4:25 107 進めるには計算機 ( Intel Core i7-4790 CPU @ 3.60GHz ) で
約 11分程度かかるため、実際に t^ = 4:251016を計算するのは現実的ではないことがわか
る。したがって、粒子をシミュレーションで長時間追うことは難しいので、t^ = 4:25 107
までのシミュレーションを行うこととする。
初期速度 v^x;init; v^y;initを変化させて粒子の降着する速度の範囲を調べたい。v^y;init = 0:06
程度で粒子は降着円盤の大きさを超えてしまうので、v^x;initは 0:1  v^x;init  0:1、v^y;initは
0  v^y;init  0:1とする。結果としては図 19である。横軸が v^x;init、縦軸が v^y;initであり、
v^x;init; v^y;initともに幅が 0:02ずつとなっている。v^x;init = 0:04; v^y;init = 0:04とした場合の
シミュレーション結果は図 17 のようになっており、粒子は徐々に中心に落ちているよう
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(b) 初期速度 v^x;init = 0:02; v^y;init = 0:0のときの
軌道
図 18: (a)では初期速度を v^x;init = 0:1; v^y;init = 0:1としたときの軌道であり、降着円盤の半径
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△ △ △ △
図 19: 座標 (x; y) = (200Rg; 0)から様々な初期速度でシミュレーションを行った様子。×の粒子












ポテンシャル V (r) =  k=r での相対論的粒子軌道についての解析を行った。ポテンシャ
ル V (r) =  k=r での軌道の方程式は解析的に導くことができ、角運動量 `が k=c よりも
小さいときと大きいときで場合分けできる。` > k=c ときは一般化円錐曲線と呼ばれる曲
線の方程式になり、古典論で導かれる楕円や双曲線などの他に原点を周回して発散するよ




















るものを打ち切ることはできない。また、座標 (x; y) = (200Rg; 0)から様々な初期速度で















れ、そのポテンシャルは中心からの半径 rのみの関数 V (r)となる。
平面極座標 (r; )でのラグランジアン Lは運動エネルギー T を用いると
L = T   V = 1
2



























(mr2 _) = 0 (A.4)
よって角運動量mr2 _は保存されることが確認できる。その積分は




(m _r) mr _2 + dV (r)
dr
= 0 (A.6)












































































































[n(t) f(n(t)  (t)) _(t)g]2
(1  n(t)  (t))5 (B.1)
であった。ここで積分の中の分子を計算する。ベクトル公式
A (B  C) = (A  C)B   (A B)C
59
を使って展開すると








(1  n  )3 +
2n  _  _
(1  n  )4 +
(1  2)(n  _)2


















_2   (  _)2
(1  2)3 (B.4)


































































ui = 0 (B.11)











































































LinとPapaloizouの論文 [7]では、観測により の値を求めてる。SS Cyg (矮新星白鳥
座 SS星)などのシステムで観測された時間スケールは   0:1を意味している。FU Ori
(オリオン座 FU星)で観測されたものは、  10 3となっている。降着円盤を持続する
ためには   0:2が必要となっている。
の値は観測から直接的に求められるものもあり、輝度温度分布をフィッティングする
ことによって得られる。MineshigeとWoodは静止中の Z cha(カメレオン座 Z)について、









二星は 0.4Mである。太陽距離は約 372光年くらいであるとされている (wikipedia)。Z
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